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數學臆測教學與實作

數學探究與素養導向教學

時間:115年9月29日 分享者:黃雅蘭課程督學
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數學的擬經驗主義觀點

Lakatos (1976) 的哲學突破：數學知識並非恆常不變的絕對真理

傳統課堂迷思

• 數學被視為純粹理性的絕對產物
• 學生僅背誦既定定理與解題套路
• 懼怕錯誤，缺乏真實的探究體驗

擬經驗的本質

• 數學具有「可錯性」與動態演進性
• 在猜測與反駁中修正前提條件
• 學生從知識接收者躍升為創造者

Pólya 的雙重思維引擎

臆測是在特殊化（下降）與一般化（上升）間往返穿梭的認知歷程

特殊化 (Specializing)

將問題簡化與具體化
先從簡單數字、特定
圖形著手試驗，尋找
具體局部的規則。

一般化 (Generalizing)

將規律擴充為普適通則
綜合多重案例特徵，
抽離出共通結構，形
成恆真廣泛的命題。

類比與遞迴
(Analogizing)
跨情境結構對照
在同構或相仿數學情
境中檢驗推論，強化
結構洞察力。
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數學臆測思維遞迴歷程

陳英娥與林福來（1998）經典思維模式：動態演進的四階段閉環

1

大膽猜測
依直覺與局部案
例提出初步構想

2

嚴謹檢驗
代入更多實例與
邊界條件驗算

3

反駁反思
尋找反例、限縮
前提或修正命題

4

確立相信
完成演繹論證，
形成深刻數學信

念

數學臆測 vs. 數學論證

釐清關鍵定位：臆測是動態探究歷程，論證是集體協商成果

• 教學取向：教師建構的完整探究活動

• 認知觸發：由觀察造例引動猜想發想

• 課堂機制：提供論證產生的絕佳養分

• 能力展現：集體對話與合理辯護的能力

• 實證標準：幾分證據說幾分話的嚴謹性

• 終極產出：形成客觀且令人信服的命題

數學臆測教學 (過程) 數學論證品質 (成果)
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臆測課堂全面激發 4C 關鍵能力

對應 21 世紀關鍵素養：從被動記憶邁向高階思維

創新 (Creativity)

自主造例並洞察嶄
新數學關係與公式

批判 (Critical)

尋找潛在反例並主
動檢驗他人論據缺

陷

協作 (Collaboration)

組內匯整資料並協
商出小組代表性共

識

溝通
(Communication)

精準運用數學語言
向全班進行論辯說

服

單元二 • 實務步驟

臆測教學五大階段

循序漸進的課堂學習歷程：從個人有感到全班嚴謹命題
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五大階段推進全景圖

遵循「個人活動 → 小組協商 → 全班論辯」的社會建構節奏

第一階段 造例階段 (Constructing Cases)： 自主創造多個實例並彙整規律工作單

第二階段 猜想階段 (Formulating Conjectures)： 從關係與規律中形成個人及組內猜想

第三階段 效化階段 (Validating Conjectures)： 跨組尋求更多案例支持或提出反例反駁

第四階段 一般化階段 (Generalizing)： 加入限制條件或全稱量詞，使之恆真

第五階段 證實階段 (Proving / Justifying)： 運用演繹推理與已知公理建立嚴謹說服

資料來源:王秀芳(2019)。比率與百分率。載於林碧珍(主編)，數學臆測任務設計與實踐:整數、分數與小數篇(頁
259-272)。師大書苑。

第一階段：造例 (Constructing)

建立數據與表象基石：拒絕枯燥灌輸，讓學童親手產出感官素材

學生的任務行為

• 依照任務指引產出 2~3 個具體數學特例

• 將數據有條理地謄錄於彙整工作單

• 感受手作與計算背後的數據真實性

教師的引導關鍵

• 扮演「分派者」與「支持引導者」

• 行間巡視，確認操作無技術性算術錯誤

• 此時不急於協調或下結論，保留發想留白
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第二階段：提出猜想 (Conjecturing)

由現象到本質的跳躍：培育「幾分證據說幾分話」的民主素養

個人獨立思考

• 觀察表格行與列的數值關聯性

• 在個人猜想單寫下直覺發現或假說

• 保障低成就學生擁有專屬思考空間

組內協商凝聚

• 夥伴相互核對是否有「憑有據」

• 淘汰無法合理解釋的臆測

• 產出小組代表海報，準備全班發布

第三階段：效化 (Validating)

跨組火花碰撞：打破同溫層，利用相異案例檢定猜想真實性

跨組異例代入

各組持有相異數值
，彼此交叉測試猜
想是否普遍奏效。

理性反例反駁

只需一個確鑿反例
，便能推翻草率的
一般化結論。

評鑑品質分級

協調篩選出表述最
清晰、最符徵驗的
代表性全班猜想。
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第四階段：一般化 (Generalizing)

走向嚴密恆真：透過前提限縮或全稱量詞，使命題放諸四海皆準

策略 A：限縮邊界條件

• 當發現反例時，不可直接將整份研究廢棄

• 釐清前提：例如「限正整數」或「限凸多邊形」

• 將非恆真命題轉化為「條件恆真」之定理

策略 B：引入全稱量詞

• 注入數學嚴密性語言：「任意、所有、必定」

• 從「這幾個圖形會」躍升至「任何扇形皆滿足」

• 培育學童大膽推論、有膽識的現代科學公民素養

第五階段：證實 (Proving)

終極數學說服：揚棄單純經驗累積，走向形式化的邏輯演繹證明

演繹推理本質

• 歸納造例再多，永遠無法替代演繹證明

• 運用已知的數學定義、幾何公理或代數運算

• 構築無懈可擊的邏輯鏈，說服他人完全確信

包含關係疏理

• 協調者在此引導「範圍包含關係」

• 提問「哪一個方式歸納類似的結果」

• 將多重猜想簡併證實，極大化課室論證效能
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單元三 • 角色機制

教師角色四象限與協調者地位
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教師提問角色四象限模型

活動：教師主控 | 想法：學生主導

掌握全班節奏，但所有主張與論證
皆源自學生思考。

第一象限：挑戰者/教練 (Coach)

活動：學生主控 | 想法：學生主導

小組自主互動，教師從旁拋出挑戰
題深化學生探究。

第三象限：分派者 (Dispenser)

活動：教師主控 | 想法：教師主控

單向佈達指令、分派任務工具或講
述標準演算規則。

第四象限：參與者 (Participant)

活動：學生主控 | 想法：教師介入

融入學童討論圈，適時提供線索微
調學生理解方向。

第二象限：協調者 (Moderator)
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協調者的「低比例、高關鍵」特質

林碧珍（2020）實徵課室觀察數據：極具技術門檻的靈魂角色

課堂整體佔比

< 10%
次數不到一成，卻主宰論證

成敗

為什麼協調者最難扮演？

教師必須克制「直接告訴答案」的衝動，在不評定對錯的
前提下組織衝突想法。

為什麼造例階段幾乎沒有協調者？

協調者需要「學生的具體猜想」作為素材，造例階段著重
操作引導與陪伴支持。
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行為一：辨認 (Identification)

促使學童理解他人思維，明確表達立場並援引例子辯護

教師經典提問策略

• 「誰看得懂第二組海報寫的意思？」

• 「贊成他們說法的舉手，為什麼
同意？」

• 「有沒有人發現這句話哪裡有漏洞？」

激發的認知歷程

• 迫使學童跳脫自我中心，專注傾聽
他人發言

• 進行真偽初判，並搜尋個人工作單
以援例辯護

• 奠定課堂理性交流與公共論辯的對
話基調
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行為二：比較 (Comparison)

高階認知活動：在多個分散想法間抽取共通的深層數學規律

個案課室實錄 (質因數分解)

師：「你覺得質因數跟這邊有什
麼關係？」

生：「都有這個…都是質數！」

成效：引導學童聚焦欄與欄之間
的共通結構

認知轉化價值

• 從表面的數字偶然，提升至結
構必然

• 發現兩數與最大公因數分解式的
深層連繫

• 為小組猜想催生出具備數學價
值的規律
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行為三：整合 (Integration)

推選最佳代表與梳理邏輯體系：效化與證實階段的核心支柱

效化階段的整合 (13.1%)

• 歸類同性質海報，請全班評鑑篩選

• 「這三張猜想，哪一張描述最精準代表？」

• 融合優點，打造語言嚴謹的全班共同猜想

證實階段的整合 (8.6%)

• 聚焦於命題的前提條件與定義範圍

• 「哪一個命題範圍大？哪一個範圍被包在
裡面？」

• 釐清從屬關係後一併論證，大幅提升課室
效率



16

實作一任務佈題：農夫爺爺的長方形菜園

探究核心情境與提問

「農夫爺爺有 24 公尺長的籬笆，
圍出長方形，怎樣圍面積才最大？
」
周長固定時，面積一定是固定的嗎
？長和寬的差距與面積有什麼關聯
？

學生常見迷思與約定

• 迷思 1：「周長都是 24，面積應
該都一樣吧？」

• 迷思 2：「長方形越長，看起來越
大，面積越大！」

• 操作約定：長與寬先以「整數公尺
」為造例單位

任務一階段一：特殊化造例與填表

四年級學童任務：固定「長 + 寬 = 12 公尺」，畫出圖形並記錄數據

教師提問引導（觀察規律）：

彙整工作單數據（長 + 寬 = 12）

「請大家觀察最後一欄的面積數值，隨著長與寬的差距越來越小，面積發生
了什麼變化？」

圖 1 (長11, 寬1)
差 10 → 面積 11

圖 2 (長10, 寬2)
差 8 → 面積 20

圖 3 (長8, 寬4)
差 4 → 面積 32

圖 4 (長7, 寬5)
差 2 → 面積 35
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任務一階段二：觀察規律與大膽猜想

小組對話激盪：長寬差距縮小引動的面積爆發與幾何爭議

第一組大膽猜想（結構型）

• 「長和寬相差越少，圖形越胖，
面積就越大！」

• 「當長=6、寬=6 時，面積達到最
大值 36 平方公尺！」

• 猜想草案：越接近正方形，長方形
面積就越大！

第二組爭議猜想（概念衝突）

• 「可是題目是長方形花圃，長=6
、寬=6 是正方形！」

• 「正方形算長方形嗎？如果不能
算，最大只能是 35！」

• 課堂張力：正方形是否屬於長方形
的概念邊界討論

任務一階段三：組間效化與反例考驗

協調者介入引導辨認：「這個規律在其他周長成立嗎？小數邊長呢？」

測試一：周長 20 公尺

長寬和為 10：9×1=9
、8×2=16、5×5=25
，差距越小面積越大
完全成立！

測試二：小數反例考驗

長 6.5、寬 5.5，面積
高達 35.75！打破第
二組的 35 限制，逼近
36。

概念整合：幾何包容

正方形具備四個直角
，是特殊的長方形，
全班凝聚共識！
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任務一階段四與五：一般化與幾何證實

國小幾何圖形拼貼：不靠複雜代數，展現無字證明的演繹說服力

一般化：全稱恆真命題

• 納入正方形作為廣義長方形

• 全稱命題：在任意固定周長的長方形中，兩邊長差距
越小，面積就越大！

• 當長與寬完全相等（正方形）時，面積達到最大值！

證實：幾何圖形拼貼推理

• 設正方形邊長為 6，面積為 36

• 長方形長寬為 (6+d) 與 (6-d)，拼入正方形

• 面積為 36 - d²；因為 d² ≥ 0，差 d 越小扣掉越少，
d=0 面積最大！

國小幾何思維深化

身歷其境體驗：看見學童在數據觀察與幾何包容中的思維躍遷

數據造例有感

親自算面積與填表
，打破「周長固定
則面積必定固定」
的先驗直覺惰性。

概念包容釐清

透過「正方形算不
算長方形」的辯論
，深刻建構幾何圖
形的屬性包容定義
。

演繹說服素養

用 36 - d² 的幾何拼
塊向全班解釋，體
會四年級也能做到
嚴謹演繹！



19

臆測任務

1-個人臆測

• 觀察

• 理解題意

• 解題思考

2-小組猜想

• 小組討論

• 發現關係

• 提出異同臆測結

果

3-驗證猜想

• 小組分享解法

• 同組異解

• 異組同解

4-猜想一般化

• 小組舉例

• 驗證解法

• 找出一般化

資料來源:王秀芳(2019)。比率與百分率。載於林碧珍(主編)，數學臆測任務設計與實踐:整數、
分數與小數篇(頁259-272)。師大書苑。
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ATC事件呈現結果
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數學臆測教學實踐金鑰總覽

嚴謹任務設計

工作單需有利於察
覺規律，組間組內
設計相異例以供即
時效化。

協調者提問技術

不評判答案，聚焦
於辨認立場、抽取
共通關係與整合代
表猜想。

數位工具鷹架

導入智慧平臺降低
記錄負擔，讓學童
全心投入高層次推
理思考。
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滿意度調查問卷 
請於工作坊結束後，掃描下方 QRCode 填寫滿

意度調查問卷，將提交完成的畫面交給工作人 

員確認，並進行簽退，中心將於一週內發送電

子研習證明至報名之信箱。 
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